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FASE GENERAL
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MATERIA: MATEMATICAS I

(3)

Instrucciones:

Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas libremente de los grupos A o B.
En caso de presentar mas de cuatro preguntas, sélo se corregiran las cuatro primeras.

En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para
solucionarla. Se califica todo el proceso.

Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexidn a Internet.

SE PROPONE UNA SOLUCION CORRECTA. OTRAS
SOLUCIONES CORRECTAS TAMBIEN SE ACEPTAN

GRUPO A

. ., l . .
1. Consideremos la funcion f(x) = % donde In denota el logaritmo neperiano.
Resuelva justificadamente los siguientes apartados:
a. Presente el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi

como los posibles extremos relativos de la funcion f(x).
b. Calcule el valor de la integral: flef(x) dx

Solucién

., l . .
a) La funcién f(x) = % tiene problemas en el denominador, cuando x=0y el Inx,
cuando x<0, por tanto, Dom f = (0, o)
ixz—lnx.ZX _ x=2xlnx _ 1-2Inx

x4 x4 x3

Derivada de la funcion: f'(x) =

Igualando a cero para buscar los posibles extremos, y dado que x>0:

1-2lnx=0-1=2Inx > Inx =1/2 > x = e'/?
Comprobamos los signos de la derivada: x<el/2 | x>el/2
1 . 4
Crece: (0, e2) + - Signo f
E Crece | Decrece | Interpretacion f

Decrece: (ez, o)
Lo 1 Inel/? 1/2 1
Hay un maximo en x=ez = === —
(31/2) e 2e
11
Maximo (e2,—
(e%,5)

Otra forma

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento también se podria hbaer
hallado la segunda derivada, indicando en cualquier caso los intervalos de crecimiento
y decrecimiento:

2,3 2
x7=3x%(1-2Inx)  —5x2+6x2Inx 1 —5e+3e _ -2 11
n — X — n — — A
f''(x) = pr: = — ->f (62) =——73— = <0 - Maximo (ez,-)

1
Crece: (0,e2)
1

Decrece: (ez, o)




elnx
b) f1 Fdx
Se calculara la integral indefina por partes:

1
u=Inx =du==-dx
Llamamos L 1
dv===v=[Sdx=—-=

X b

Luego, aplicando la férmula de integracién por partes, [u-dv =u-v — [vdu
y sustituyendo en ella obtenemos:

Entonces aplicando teorema fundamental del célculo: f: f(x)dx = F(b) — F(a)

En nuestro caso, los limites de integracién tenemos:

=-2_141=22-0264

1 e e e

elnx Inx 11¢ 1 1 e—
I
1 x x x

Representacion de funcién, punto maximo recinto de area (no solicitados):




k 0 1
2. Dadala matriz A = (1 k—1 k- 1)
k 1 k-3
a. Halla los valores del pardmetro k para los que la matriz A tiene inversa.
b. Tomando el valor k = —1 en la matriz A, calcule la matriz X que verifica
que: A-X = 24 -5, siendo I; la identidad de orden 3

Solucién
k 0 1

a.lAl=10 k-1 k—-1l=k(k—-1D(k-3)—-k(k—-1)—k(k—1)
k 1 k-3

k(k—D[k—-3-1-1] =k(k—1)(k—5)
Para que tenga inversa tiene que ocurrir que k no tome los valores 0, 1 0 5.

b.

A-X=24-1;5X=24-A"1-1;=24-A"1

Por tanto, debemos buscar la matriz inversa de A
Sustituimos el valor de k por -1:

-1 0 1
A=10 -2 =2
-1 1 -4

Por lo realizado en el ejercicio anterior, para k = —1, existe la matriz inversa de A, y
ademas:
|A| = k(k —1)(k —5) = (=1)(=2)(-6) = —12

Si no ha resuelto el apartado anterior, puede resolver el determinante de A, cuando
k=-1, y obtiene 12. Calculemos A~*:

A = |_12 :i| =10; A, =- |_01 :i| =2; A3 = |_01 _12| =-2
An==]] L=t an=|T L= an=-|] J|=1 p=ad@
As1 = |—02 —12| =2 Ap=- _01 —12| =74 A = |_01 —02| =2

10 2 =2
(15 1)
2 =2 2

. 10 1 2
Luego:(Adj(4)) = ( 2 5 —2)
-2 1 2

10 1 2
Entonces:X = 24 - A1 = 24 - = (4dj(4))" = 24 _%2( 2 5 —2) =-2.

4]
-2 1 2
10 1 2
2 5 =2
-2 1 2

o)
Il

-20 -2 -4
-4 -10 4
4 -2 —4



3. Dadas las rectas siguientes r:{x y—2 , :{ x

x+2y=7 y+5=0

a. Estudiar la posicion relativa de r y s.
b. Halle la ecuacién del plano perpendicular a la recta r, y que contiene el
punto A (11,-2,5)

Solucioén

a.

Punto de larectar, paray=0; P (7,0,3)

i K
Vector directorder v, =1l 1 -1=2i—j+k—>v, =(2,-11)
1 2 O

Punto de la recta s, Q (2,-5,0)

i j ok
Vector director de s \TS =1 0 0=k —>v,=(0,0,2)
010

Con un punto de larectar, (paray = 0); P (7,0,3) y otro punto de la recta s, Q (2,-5,0),

hallamos el vector @=(5,5,3) y comprobamos que forman un sistema de vectores
linealmente independientes,

—21 g g = —15 # 0 Concluimos que las rectas se cruzan
1 1 3
Otra forma:
X+y—z=4 11 -1 11 -1 4
F s X+2y=17 A 1 2 0 Alb = 1 2 0 7
X=2 1 0 O 10 2
y=-5 01 O 01 -5
1 1 -1
Rang (A)=3 pues1 2 0[(=2=0 /
1 0 O
1 1 -1
Rang(A/b)= 4 pues |A/b|:1 2 0 =-15%0
10 0 / ;
01 0 -5 AR

Teorema de Rouché-Frobenius:
Rang(A) =3 # Rang(A/b) = 4 = sistema incompatible, las rectas se cruzan.



b) Halle la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por punto A (11,-
2,5)

Sea el plano T perpendicular a la recta r, entonces el vector normal al plano T viene
dado por el vector director de la recta r

Hallamos el vector director de la recta r

i j ok /
v=ll 1 -1=2i-j+k—>v =(2-11)

12 0 by
Ecuacion del plano m que pasa por el punto (11,-2,5) es, N Jr* T
2x—y+z+d=0 it
2:11+2+5+d=0 /
d=-29

2x—y+z-29=0

4. El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca
de impresoras de chorro de tinta viene dado, aproximadamente, por una
distribucion normal con un promedio de 1500 horas y una desviacion tipica de
200 horas.

c. ¢Qué porcentaje de esas impresoras fallaran antes de 1000 horas de
funcionamiento?

d. ¢Qué porcentaje de esas impresoras tendran la primera averia entre las
1000 y 2000 horas de uso?

Solucién

Se define la variable normal X :"tiempo en horas hasta la primera averia de una unidad
de cierta marca de impresoras de chorro de tinta”
X ~N(1500, 200)

a.

1000 — 1500
P(X <1000) = P(Z <—F

— ) = P(Z <—25)=P(Z>25)=1-P(z < 2.5)
P(X <1000) =1 —0.9938 = 0.0062
Fallardn un 0.62% de las impresoras antes de 1000 horas de funcionamiento.

b)P(1000 < X < 2000) = P (W <X< W) = P(—=2.5 < Z < 2.5) = 0.9876

El 98.7% de las impresoras tendra su primera averia entre 1000 y 2000 horas.



GRUPO B

1. Sean las funciones f(x) = 2x* + ax?> + by g(x) = —2x3 + c.
a. Calcule los valores a, b y ¢ de manera que las gréficas de f(x) y g(x)
cumplan las dos condiciones siguientes:
- Secorten en el punto P(1,1)
- Endicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes.
Dar las expresiones de las funciones resultantes.

b. Suponiendo a = b =1 en f(x), halle las asintotas de la funcion:
_ fx)
h(x) =

x3—-1

Solucién:

a. Si son tangentes en el punto P(1,1), las graficas deben pasar por dicho punto, es
decir:

f)=1=a+b+2=1=a+b=-1()
g)=1=c-2=1=c=3

Como ademas son tangentes en P, deben coincidir las derivadas primeras de ambas
funciones en dicho punto, esto es: f'(1) = g'(1).

Las derivadas de ambas funciones seran: f'(x) = 8x3 + 2ax y g'(x) = —6x2.

f'(1)=2a+8 14

Entonces:{ o'(1) = —6 =20+8=-6=a=-—=-7

y sustituyendo b en (1), obtenemos: b = 6

Con lo que las funciones seran: f(x) =2x*—7x*+6 y g(x) = -2x3 +3

-2




2x* +x2 +1

P =b=1,1 16 A: h(x) =
ara a a funcion sera: h(x) 1

Asintotas Verticales

Se determina para qué valores se anula el denominador.

x3=1-x=1

Asintota Vertical en x = 1.

Asintotas Horizontales

No existen asintotas horizontales.

Asintotas Oblicuas

o 2xt+x?+1 o 2xt+x?+1-2xt+2x | x?4+2x+1
n=lim—————2x = lim =lim —— =
x>0 x3—1 xX—00 x3 -1 x—ooo  x3—1

Existe una asintota oblicua dada por la recta y = 2x.




2. Una pequefia bomboneria tiene en su almacén 24 kg de chocolate y 60 litros de
leche, con los que elabora tres productos distintos: cajas de bombones, tabletas
de chocolate y paquetes de chocolate en polvo. Del resto de los ingredientes se
tienen reservas suficientes.

Se sabe que las cajas de bombones requieren 2 kg de chocolate y 6 litros de
leche, las tabletas de chocolate requieren 4 kg de chocolate y 4 litros de leche,
y cada paquete de chocolate en polvo requiere 1 kg de chocolate y 4 litros de
leche. Se quiere fabricar un total de 12 unidades y con ello se consume todo el
chocolate y toda la leche almacenados. ¢ Cuantas unidades deben fabricarse de
cada tipo de producto?

Solucion

Definimos las variables

X: “numero cajas de bombones”

y: “nimero tabletas de chocolate”

Z: “numero paquetes de chocolate en polvo”

Se quieren fabricar un total de 12 unidades de los tres productos x+y+2z =12

Requerimientos de chocolate por producto para 24 kg, 2x+4y+z =24
Requerimientos de leche por producto para 60 It en almacén, 6x+4y+4z =60
Quedando el sistema de ecuaciones:

X+y+z=12
2X+4y+2=24
6x+4y+4z =60
1 11
Opcion 1. Se aplica el método de Cramer: |2 4 1|=16+84+6—-(24+4+8) =—6
6 4 4
12 1 1
24 4 1
leo 4 a4 _192+96+60—(240+48+96)_—36_6
TUT 1T 16+8+6-(24+4+8) -6
2 4 1
6 4 4
1 12 1
2 24 1
_l6 60 4 _96+120+72—(144—+60+96)_—12_2
YT 1 1] 77 16+8+6-(24+4+8 -6
2 41
6 4 4
1 1 12
2 4 24
_l6 4 60 _240+96+144—(288+96+120)_—24_4
TITT o1y - 16 +8+6—(24+4+8) T -6
2 4 1
, 6 4 4
Se fabricaran 6 cajas de bombones, 2 tabletas de chocolate y 4 paquetes de chocolate

en polvo.
Opcién 2. Por Gauss:
x+y+z=12 x+y+z=12 x+y+z=12 x=6
2x+4y+z=24}—> 2y—z=0 }—> 2y —2z=0 }—>y=2}
6x +4y +4z = 60 —2y—2z=-12 —3z=-12 z=4
Se fabricaran 6 cajas de bombones, 2 tabletas de chocolate y 4 paquetes de chocolate
en polvo.



2x—y =5
3x —4z = —
a. Calcule la ecuacion del plano m, que contiene a la recta r y es
perpendicular al plano ;.
b. Sabiendo que la recta r corta el plano m;, averigie el punto de
interseccion.

3. Consideremos la recta r:{ 1 yelplanom; =x—y+3z=12

Solucién

a.
Para determinar la ecuacién del plano m,, necesitamaos dos vectores y un punto.

Si el plano m; es perpendicular al plano m,, los vectores normales a m; son
directores del plano m, que buscamos.

m=x—y+3z—12=0=w = (1,-1,3) es normal a m;.

Entonces el vector w es director del plano m,.

i j ok
El vector director se consigue mediante [2 -1 0 |=(4,8,3)
3 0 -4

Como r esta en el plano, el vector director de la recta es uno de los vectores
directores del plano.

Considerando un punto P de la recta, que pertenecera al plano. Haciendo x=1, y=-
3,z=1serdunpunto P (1, -3, 1)

La ecuacion general sera:

P(1,-31) x—1 y+3 z-1
u=(483) 4 8 3

-3Xx+3+8z -8 +12y + 36 +4z -4 -24x + 24 -3y-9=0
-27X +9y +122 + 42 =0
Entonces la ecuacion del plano , =-9x+3y+4z+14=0



Buscamos un punto y un vector de la recta r:

i j ok
El vector director los conseguimoscon |2 -1 0]=(4,8,3)
3 0 -4

Considerando un punto P de la recta. Haciendo x=1, y=-3, z=1 sera un punto P (1, -
3,1)

Por tanto, podemos escribir la recta como los puntos que verifican:
X=1+44; y=-3+81; z=1+31

Sustituimos en la ecuacién del plano para obtener A, que nos dara el punto de corte:
1+42-(-3+81)+3(1+34) =7 +54=12; 1 =1

Punto de corte: (5, 5, 4)




4. Se sabe que el 8% de los analisis de comprobacion del niquel en una aleacion
de acero son erroneos. Se realizan 10 analisis.
a. Se afirma que la probabilidad de que 3 0 méas andlisis sean erroneos es
menor que el 3%. Justifique si es cierto.
b. Se afirma que la probabilidad de obtener exactamente 3 analisis erroneos
es menor que el 3%. Justifique si es cierto.
c. Si se realizan 100 analisis, justifique si el nUmero esperado de analisis
correctos es igual a 8
Solucién
a

Se define la variable X = “nimero de resultados inexactos en los n = 10 analisis de
niquel realizados”

Eventos independientes

X [0 B(n, p) = B(10,0.08)

“éxito”= que el analisis sea inexacto p=0.08 ,q=1-p=0.92

a) Cudl es la probabilidad de que mas de 2 de los 10 sean erroneos.

PX>2)=1-P(X<2)

P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2) =

10} , , (10 o (10) , o
(ijq +(1JPQ+ 5 pPa =

10! o 10! , 10! , .
oo (0:08)°(0-92)"° + 772(0.08) (0.92)° +77--(0.08)°(0.92)° = 0.9599
PX>2)=1-PX<2)=1-(PX=0)+PX =1)+P(X =2))

P(X >2) =1-(0.434 + 0.377 + 0.1478) = 1 — 0.9588 = 0.0412

Existe un 4.12% de probabilidades de que se decida descartar este método de
determinacion de niquel en aleacién de acero.
No es cierto. Hay méas de un 3%

b.

10
P(X =3) =( 3] pq° =

10!

Existe un 3.42% de probabilidad de que 3 de los 10 analisis sean erréneos.
No es cierto. Hay mas de 3%

C.

Hallamos la esperanza matematica: E[X] = u = nq = 100(0.92) = 92

Aproximadamente se espera unos 92 andlisis exactos realizados. Por lo que la
afirmacion no es cierta.



